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Streszczenie. Standardowym r@zem dopasowania funkcji do danych empirycznysh je
metoda najmniejszych kwadratow (MNK), zgodnie zrktthinimalizowana jest suma kwadratow
odchyler obserwacji od wartei dobieranej funkcji. Zagadnienie sprowadzadn rozwihzywania
uktadu rowna, w ktérym posté dopasowywanej funkcji determinuje jego typ. Autowielu prac,
majc na celu pomircie trudnego, nieliniowego uktadu rownavykonup transformagj funkcji
uzyskujc prostsze zagadnienie liniowe. Rpsivanie takie niesie za splfiednak niebezpiec#istwa,
ktéore mog prowadzé do rozwhzywania zupetnie innego zagadnienia od zamierzanego
W szczegdinfci nalezy do nich zmiana kryterium dopasowania funkcji omazaliza dobranej
funkcji bez uwzgtdniania transformacji bliéw. W pracy podano niebezpieagtwva dla typowych
przeksztatcé funkcji oraz przedstawiono przyktad liczbowy.

Stowa kluczowe: metoda najmniejszych kwadratovglgymacija funkcji, miary dopasowania

WSTEP

W naukach rolniczych bardzo ¢sto istnieje potrzeba opisania zjawiska przy
pomocy funkcji matematycznych. Standardowym gazizm dopasowania funkcji do
danych empirycznych jest metoda najmniejszych katadr (MNK), w ktérej wybér
postaci funkcji wplywa na skatrudndci zagadnienia [1,3,5]. W szcze-g&lop przy
aproksymacji funkg nieliniowa istnieje deé¢ powszechne pagio-wanie
transfermowania zmiennych raeg na celu omigtie problemoéw technicznych poprzez
linearyzacje zagadnienia [1,2,5]. Przedstawion@gkdpostpowanie niesie za sob
niebezpiecatstwa, ktére mag prowadzt do rozwizywania zupetnie innego
zagadnienia od zamierzonego i otrzymania nieoczaselégo wyniku [3,5].
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METODA MNK | TRANSFORMACJA ZMIENNYCH

Zgodnie z metogl MNK dla danych obserwacji {yxj) i = 1,2,...n, gdzie jy
obserwacje zmiennej zalgej a x obserwacje zmiennej niezatesj (ogdlnie — x
maze by wektorem zmiennych niezatgych) dopasowanie funkcji y = f(x)
wykonane jest poprzez znalezienie minimum:

minF@ = minZL,[y; -f@x )° (1)
a a

wzgledem wektora parametréwfankcji f(x) /funkcje f(X) wraz z parametrami a
oznaczono jako f(&)/. Wiadomo,ze powysze zagadnienie sprowadza sio
rozwiagzania uktadu réwna

dF(a) _
oa

)

0 stopniu réwnym iléci parametrow wektora §3,4]. Posta funkcji y = f(x)
determinuje typ uktadu rowhg?2) /liniowy, nieliniowy/, ktéry jest bardzo way
ze wzgkdoéw numerycznych. Niekiedy, §& jest to maliwe, magc na celu
ominiecie rozwihzywania trudnego, nieliniowego uktadu rowing2) — wykony-
wana jest transformacja funkcji f(x) postaci: g(y) = g[f(X)prevadzajca
problem do zagadnienia liniowego wgdem parametrow.a
Przedstawione paogiowanie niesie za sab niebezpieczgstwa i w
konsekwen-cji prowadzi do:
— zmiany kryterium (1) dopasowania funkcji i mininzaiWwania sumy kwadratow
réznic [g(y) - 9(f(@x())]? funkcji g(x);
— oceny aproksymacji funkcji y = f(x) uzyskanej nadire transformacji odwrot-
nej do funkcji g(y) = g[f(x)] poprzez nieuwzglnienie transformacji bow;
— potencjalniezle numerycznie uwarunkowanego ukfadu rownezgledem
parametrow a
W przypadku drugiego z wymienionych niebezpiésr& postpowanie
bytloby poprawne gdyby nie wykonywano transformacji odwrotnej — jednak z
punktu widzenia badanego zjawiska nie jest to integesujpowiem opisywan
zmienry jest cecha y a nie g(y).
Wybér funkcji f(x), g(y) w kadym przypadku determinuje poétlryterium
(1) z tych te¢ powoddéw linearyzacja zagadniggowinna by przeprowadzana
bardzo ostrgnie z peta kontrob btedéw aproksymaciji [3,4,5].
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DOPASOWANIA FUNKCJI W PRZYPADKU TRANSFORMACJI
LOGARYTMICZNEJ | WYKLADNICZEJ

Szczegodlnie astym przypadkiem spotykanym w modelowaniu procesow
rolniczych jest transformacja danych przyyciu funkcji logarytmicznej lub
wyktadniczej [1,3,5]. W tej sytuacji dysponujemy logarytmami lubteéaiami
funkcji wyktadniczej zmiennej zateej - co modyfikuje kryterium dopasowania
funkgciji (1) do nasipujacych postaci:

y.
m@m @ ménz'—l[nf(g,xi) ] 3)

min F(_a) = mlnzIn:l[eyl _ef (Q, Xi )]2 (4)

a a

W przypadku wzoru (3) prowadzi to do zmiany kryterium sum bezwngth
réznic do réwnie wanej, lecz innej normy, sum relatywnych. Rita postugiwania
sig kryteriami 1, 3-4 jest zauwalna i szczegOlnie widoczna na przyktadzie
wybranych wartéci umieszczonych w tabeli 1. Dla rozienych danych sumy
kwadratéw ra@nic wartagci obserwowanych i estymowanych wahaj od 3 do
4,6010M3 i w istotny spos6b zate od rzdu wartdci obserwacji. Doboér
parametréw_aw metodzie MNK wykonywany jest tak, aby nagkéz wag:
nad& najwigkszym ré&nicom; dla transformacji logarytmicznej obserwacji
y.= 0,01, transformacji wyktadniczegy 100, podczas gdy w przypadku braku
transformacji wagi wszystkich trzech obserwacjsiyjednakowe. Jak widaw
konsekwencji dla rinych kryteriow otrzymywanedola rozne wartgci wektora
a, a niebezpieczstwo w estymaciji tkwi w sytuacji gdy rozaziania znacznie si
réznia i moga nie by akceptowane.

Ocena dopasowania funkcji rutynowo wykonywana jest w oparciu o kwadrat
wspotczynnika korelacji RR okéanego jako stopiewyczerpywania zmiensoi
catkowitej przez model [2,5]:

B zin:]_()/i _yi)2

RR=1 5
Zin:]_(Yi -y)

(5)

gdzie: dodatkowoyi oznacza oszacowanie obserwagji przy pomocy danej
funkcji czy modelu, natomiasf sredni arytmetyczn dla zmiennej y.
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W przypadku transformacji logarytmicznej i wykladréj oceny dopasowania
przyjmujp odpowiednio postacie:

A
2
zlnzl(lnyl — Inyl)
RR=1- > (6)
>N (Iny;=iny)
N
2
YL, (expl;) - expyy))
RR=1-—1=1 5 (7)
YL, (exply;) —exp(y))
Tabela 1. Przykltadowe wart@i obserwaciji i ich oszacowalla r&znych transformaciji
Table 1. Example of data and data fitting using differeansformation
Wartcsci L.
obserwacji Warlcéci . .
Ob d oszacowa Transformacja — Transformation
Serve Estimated value
value
: o. brak logarytmiczna wyktadnicza
y| y| . . .
non logarithmic exponential
0,10 1,10 1,00 5,74 3,61
0,01 1,01 1,00 21,30 3,01
100,00 101,00 1,00 0,000099 460043
Suma kwadratow tdnic
3,00 27,040099 =4,6010M3

Sum squares 7 errors

W kazdym przypadku transformacja wplywa na péstaary dopasowania funkciji
i w kazdym przypadku jest ona inna. Wzny tez sposéb okrda zmienndéé
catkowity badanego zjawiska [3,5].

Niebezpieczéstwa bédnej aproksymacji przy transformacji zmiennych (w
kazdym przypadku) zwizane § rowniez z rozktadem obserwacji. W tym przypadku
linearyzacja niekiedy prowadzi do rozgania, ktore nie jest optymalne, ale z@0
by¢ zaakceptowane chogia gory o tym nie wiadomo. Generalnie, rgleinikat
transformacji funkcji chybaze odpowiednie zagadnienie nieliniowe jest trudne
lub niemaliwe do rozwhzania. Zawsze natg jednak wykoné predykcg
obserwacji i oszacowanie miar dopasowania funkcji.

PRZYKLAD

Kalibracja automatycznego sterownika wykazata bezwi&djepo dziatania
mierzory w sekundach (y) dla temperatur bliskichCO(x) zgodm z poniszymi
danymi (20 obserwacji):
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x 9 -8 -7 6 -5 -4 32 -1 0 k (k=1,...10)
2
y: .1 .00001 .2 .00001.3 .00001 .1 .0001 .0005 &

Opis zalenosci pomigdzy temperatur a bezwladngcia zaproponowano zgodnie
Z nastpujaca funkcia:

y) = e AX S ®)

Nieznane wspdtczynniki a a, a wyznaczono metad MNK  korzystajc
wczesniej z transformacji logarytmicznej: Iny = In (f(x)) %x3+alx+a2 — szacujc
je w oparciu o liniowy model regresji wielokrotnej postaci:

Iny=az+ax+a  (z2=%) 9)
Kwadrat wspotczynnika korelacji wielokrotnej w typnzypadku wyniést RR = 0,88
(istotny na poziomier = 0,001), a wspotczynniki odpowiednio:
a=-0462, & —2,357, g —0,320. Aproksymagjlogarytmu bezwtadrigi czasowe;
sterownika przedstawiono na rysunku 1 po stronie lewej.
Zgodnie jednak z zateniem o ksztalcie procesu (8) za opis zjawiska jghay
funkcije:
yX) = 504622 — 2,357 0,320 (10)

Wartas¢ wspoiczynnika RR obliczona na podstawie predykcjiownania (10)
wskazata ware RR = 0 (dopasowanie funkcji umieszczono na rysunko stronie
prawej). Uzyskana waré wspoétczynnika RR = 0 wskazuje na bazaczngé rowna-
nia (10) do opisu badanego zjawiska, chod@asowanie wartoi zlogarytmowanych
jest bardzo dobre. Dobiesajjednak funkcje do opisu zalexci jestémy zaintereso-
wani dopasowaniem funkcji postaci (8) a nie (9). W omamieprzypadku funkcja (8)
dopasowana zostata zgodnie z kryterium (3) niezgadnie z kryterium (1) a oogn
wykonano w oparciu o wzoér (6) dla logarytméw obs®jivz inaczej wyznaczan
zmienndcia catkowit,.

Aproksymacja funkcji (8) wykonana zgodnie z klasycznym gmstaniem
(kryterium (1), ukiad réwna (2)) poprzez rozwizanie — w tym przypadku —
uktadu rowna nieliniowych pozwala na uzyskaniezjl zgodnéci dopasowania
z danymi obserwacyjnymi (RR = 0,85). Otrzymdnnkcje postaci:

—0,86%2-1,828X — 0,449
y(x)=¢€ (112)

przedstawiono na rysunku 2.
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Rys. 1. Aproksymacja logarytmu bezwtad§td czasowej sterownika — In(y) funlickwadratovy
(wykres z lewej strony, RR=0,88) oraz bezwladnazasowej sterownika — y funkcjvykiad-
nicza uzyskama przy pomocy zagadnienia linearyzowanego (wykrpsaavej strony, RR = 0)

Fig. 1. Stearing module data transformed by logarithm(y Ifitted by quadratic function (left, RR

= 0.88), and stearing module simple data (y) fittdexponential function using linearization
(right, RR = 0)
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Rys. 2. Aproksymacja bezwtadioi czasowej sterownika - y funkcjvyktadnicz uzyskan jako
rozwigzanie zagadnienia nieliniowego (RR = 0,85)

Fig. 2. Stearing module data (y) fitted by exponential fiorg coefficients obtained as a solution
of non-linear system (RR=0.85)
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WNIOSKI

Z przeprowadzonych w niniejszej pracy roza@ mozna wysngd nastpu-
jace wnioski:

1. Transformacja zmiennych w aproksymacji funkcji matodjmniejszych
kwadratow mae prowadz do rozpatrywania innego zagadnienia od zamie-
rzonego poprzez zmiamormy dopasowania funkcji.

2. Powro6t do oryginalnych zmiennych przez przeksztatcenie odwrotize mo
nies¢ za sol duze bkdy dopasowania funkcji a aproksymacja niedsensu.

3. Nalezy unika transformaciji funkcji chybaze odpowiednie zagadnienie
nieliniowe jest trudne lub niemtiwe do rozwhzania. Zawsze natg wykona
predykcg obserwacji i oszacowanie miar dopasowania funkcji, ktorg reajra
wartas¢ opisu zjawiska.
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Abstract. Least Square Method (LSM) as the mosnaiised procedure in approximation fits
function to the data by minimizing squared resisludhe above problem is equivalent to solving the
system of equations represented by the modeltelh dflappens, when non-linear model is selected, non
linear equation system is replaced by linear systeconsequence of function linearization antdlg@no
simplification. In this case function transformatidetermine different criterion of fitting, and theethod
estimates a different model. In the paper, unceiesi of Least Square Method (LSM) approximatiod an
example of data fitting using linearization of empatial function are shown.

Keywords: least square method, data approximaliiear and non-linear fitting



